CHAPITRE 8
ESPACES PROBABILISES

Vd V4 3 rd
I. Généralités
Pour modéliser mathématiquement une expérience aléatoire, on doit faire plusieurs choix :

¢ Choix de I'ensemble des issus possibles, appelé univers et noté Q.

¢ Choix de I'ensemble A des événements possibles. Un événement est un ensemble de plusieurs issus, I'ensemble de
tous les événements possibles est appelé une tribu. Une tribu est donc un sous-ensemble de P(Q).

¢ Choix d'une facon d’associer une probabilité a4 chaque événement, c’est a dire une fonction probabilité P : 4 — [0;1].

1. Probabilités
a. Tribus

—— Définition 8.1 A
On considere un univers Q associé a une expérience aléatoire. Une tribu sur Q est un sous-ensemble A de P(Q)
qui vérifie les conditions suivantes :

e Qe A

e SiAe A, alors A A

* Si (A;)jes est une famille d’éléments de A, alors U AjeA

iel
On dit alors que le couple (Q,.4) est un espace probabilisable.

Exemple 8.1

¢ I’ensemble A = P(Q) contenant tous les sous-ensembles de Q) est une tribu.
¢ L'ensemble A = {&,Q} est une tribu.
e Si Ae P(Q) est fixé, alors A = {&, A, A, Q} est une tribu.

—— Définition 8.2

Soit (2, A) un espace probabilisable. Un événement est une partie de Q appartenant a .A. Un événement est donc
un ensemble contenant certaines issus, et A est 'ensemble de tous les événements possibles.

\

Exemple 8.2

On lance un dé a 6 faces, on modélise cela par I'univers Q ={1,2,3,4,5,6} et la tribu A = P(Q).
L'événement A : « obtenir un nombre pair » est'événement A = {2,4,6}. Lissue 4 réalise A.

Remarque

Une tribu est donc une partie de P(Q2) qui contient Q et qui est stable par passage au complémentaire et stable
par union quelconque. En pratique, on aura presque toujours .4 = P(Q) pour des univers finis ou dénombrables,
dans ce cas tout sous-ensemble de Q) est un événement.

La notion de tribu est hors-programme et il n’est pas indispensable de la maitriser, il faut simplement savoir que
A est'ensemble de tous les événements.

b. Evénements

Définition 8.3

¢ Un événement {w} contenant une seule issue w est appelé événement élémentaire
e L'événement Q) est 'événement certain.

e 'événement & est 'événement impossible.
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2/10 Chapitre 8 : Espaces probabilisés

— Propriété 8.1 \

Si A est une tribu sur Q, alors
e geA
¢ Si (A;)jes est une famille d’événements de A, alors ﬂ Aje A
e Pourtout A,Be A, A\Be A.

\ J

—— Définition 8.4 ~

On dit qu'une issue w réalise un événement A si w € A.

L'union et I'intersection de deux événements sont I'union et I'intersection au sens ensembliste. Le contraire d'un
événement A, noté A, est le complémentaire de A dans I'univers. D’aprés la définition et les propriétés d’'une
tribu, si A, B € A alors A, An B et AU B sont dans A.

* Une issue w réalise A si elle ne réalise pas A
¢ Une issue w réalise An B si elle réalise a la fois A et B

e Une issue w réalise AU B si elle réalise A ou B.

L J

Remarque

On parle de complémentaire dans un contexte ensembliste et de contraire dans une contexte probabiliste.

Exemple 8.3

On lance un dé a 6 faces et on note le numéro obtenu.

On note Al'événement « Le numéro obtenu est supérieur ou égal a 3 » et B I'événement « Le numéro obtenu est
impair ».

On peut noter A ={3,4,5,6} et B={1,3,5}.

Alors An B = {3,5} est'événement « le numéro obtenu est impair et supérieur ou égala3» et AuB ={1,3,4,5,6}
est'événement «le numéro obtenu est impair ou il est supérieur ou égal a 3 ».

Remarque

Soient A et B deux événements, on a A c B si et seulement silaréalisation de I'’événement A entraine la réalisation
de I'événement B.

Exemple 8.4

On joue a un jeu a gratter et on note A 'événement « gagner plus de 10€ et B I'événement « gagner plus de 5€.
Peu importe par quel univers Q et quelle tribu .4 on modélise cette expérience, il faut que Vo €e Q,we A= w € B
car si A est réalisé alors B est réalisé aussi.

Définition 8.5

Soient A et B deux événements. On dit que A et B sont incompatibles si AnB = @.

Remarque

Deux événements incompatibles sont deux événements qui ne peuvent pas se produire simultanément, par
exemple pour une expérience dont I'issue est un nombre entier, les événements A : « obtenir un nombre pair »et
B : «obtenir un nombre impair » sont incompatibles.

c. Espaces probabilisés

—— Définition 8.6 3

Soit (€, A) un espace probabilisable. Une fonction probabilité (ou simplement une probabilité) est une appli-
cation
P: A — R
A — P(A)
qui a tout événement associe un réel, et qui vérifie les conditions suivantes :
* VAe A 0=sP(A) <1
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e P(Q)=1
+00
e SiIcNet(A;)ies est une famille d’événements deux a deux incompatibles, alors P(|_J A;) = )_ P(4;) out
iel i=0
Z;r:g P(A;) est définie comme étant la limite de Zﬁ.\io P(A;) lorsque N tend vers +oco.
On dit alors que le triplet (2, A, P) est un espace probabilisé.

Remarque

Laxiome d’additivité donne en particulier pour deux événements A et B :
ANB=g=P(AUB)=P(A)+P(B)

Remarque

Le choix de Q, de A et de P reléve d'un choix de modélisation d'une expérience aléatoire, ce ne sont pas des
caractéristiques intrinseques d'une expériences aléatoires.

— Définition 8.7
Soit (Q,.4,P) un espace probabilisé et soit A € 4. On dit que A est
* négligeable si[P(A) =0,

¢ presque siir si P(A) = 1.

\ J

2. Propriétés générales
a. Propriété d’'une fonction probabilité

— Propriété 8.2 N

Soit (Q,.4,P) un espace probabilisé et soient A, B € A deux événements. Alors
e P(@)=0
s P(A)=1-P(A)
e P(A)<P(B)siAcB
e P(B\A)=P(B)-P(A)si AcB
e P(AUB) =P(A) +P(B) —P(An B) (formule du crible)
* SiQ est fini ou dénombrable, P(4) = )~ P({w})

weA

* SiQ est fini ou dénombrable, ) P({w}) =1

weQ)

L J

— Exercice de cours n°1.

On peut citer également la formule du crible généralisée, hors programme :

Propriété 8.3 (formule du crible généralisé)

n
Y DY P(A, N AL NN Ay)

Si (A;) est une famille d’événements quelconque, P =
k=1 1<ij<ip<-<ip<n

n
U A
k=1

b. Cas d’équiprobabilité
Soit (Q, A, P) un espace probabilisé avec Q fini.

—— Définition 8.8

On dit que I'espace probabilisé (Q, .4, P) est équiprobable (ou qu’on a une situation d’équiprobabilité) si tous les
événements élémentaires ont la méme probabilité, c’est a dire si

IAe€(0,1,VweQ, PHw)=A21

On a alors
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4/10 Chapitre 8 : Espaces probabilisés

1
Yw e Q, IP({w}) = m

Remarque

Un espace probabilisé équiprobable sert a modéliser une expérience aléatoire dans laquelle il est raisonnable de
penser que chaque issue a la méme probabilité de se produire. C’est souvent le cas lorsqu'un énoncé dit qu'on
choisit quelque chose « au hasard » dans un ensemble fini sans précision supplémentaire (ex : tirer une carte au
hasard, lancer un dé équilibré, choisir une personne au hasard dans un groupe, etc.)

— Propriété 8.4
Soit (Q2,.4,P) un espace probabilisé avec P équiprobable, alors

card(A)

VAEA, P(A) = m

Exemple 8.5 : Le paradoxe des anniversaires

Déterminons, en fonction de n, la probabilité qu’au moins 2 personnes partagent la méme date d’anniversaire
dans un groupe de n personnes. (pour simplifier on ne tient pas compte des années bissextiles)

On suppose que les dates d’anniversaire sont réparties uniformément dans la population, donc que pour une

personne donnée la probabilité qu’elle soit née un jour donné est ﬁ. Si 'on note B, I'événement « dans un

groupe de 7 personnes , au moins 2 personnes ont la méme date d’anniversaire », alors I'événement B,, est «dans
un groupe de n personnes, toutes ont une date d’anniversaire différente ».

On représente une date d’anniversaire par le rang du jour dans I'année. Soit E = {1,2,....,365} '’ensemble des dates
anniversaire possibles. Choisir n personnes au hasard revient a choisir au hasard un n-uplet de E, donc I'univers
de cette expérience aléatoire est Q = E". Choisir n personnes avec des anniversaires différents revient a choisir
un n-arrangement de E (attention : les éléments de l'univers sont des listes ordonnées, donc une issue est une
liste ordonnée).

On adonc
— Ales 365! 365 364 365-n+1
P(B,) = = = T e
card(E") (365-m)!365" 365 365 365
donc
Ales 365! 365 364 365-n+1
[FD(Bn)Zl— = = — X — X+t X —m——
card(E")  (365-n)!365" 365 365 365

Le paradoxe (qui n’en est pas vraiment un) réside dans le fait que cette probabilité augmente trés rapidement
avec les valeurs de n :

e Pour n=10,P(B;) =0,12

e Pour n =23, P(B,) =0,51

e Pour n =39, P(B;,) =0,87
Ainsi dans un groupe de seulement 23 personnes il y a déja plus d'une chance sur 2 pour qu'au moins deux
personnes aient le méme anniversaire. Notre intuition tend a confondre les probabilités avec notre ressenti sub-

jectif : en effet, la probabilité qu'une personne dans un groupe de 23 ait le méme anniversaire que vous est assez

364\%3
faible, seulement 1 — (—) ~0,06
365

— Exercice de cours n°2.

I1. Probabilités conditionnelles

Dans toute la suite on considére un espace probabilisé (Q2, 4, P).

1. Définition
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— Propriété 8.5
Soit B un événement de .4 de probabilité non nulle. Lapplication

[Pgl A — [0,1]
P P(ANB)

P(B)
définit une probabilité sur (Q,.4). La probabilité Pg(A) s’appelle probabilité de A sachant B. Elle représente la

probabilité que I'événement A se réalise sachant que 'événement B est réalisé.
Elle se note aussi Pg(A) = P(A | B). On retient donc

©

VAe A, P(A)=P(A|B)= M

P(B)

\

—— Définition 8.9

Deux événements A et B sont dit indépendants si P(An B) = P(A) x P(B).

\

Remarque

A et B sont indépendants <= P(AN B) =P(A)P(B)
— P(A) xP4(B) =P(A)P(B)
<= P(A)=0 ou Pu(B)=P(B)

— Exercice de cours n°3.

Propriété 8.6

Si A et B sont deux événements indépendants, alors A et B sont indépendants

2. Probabilités composées
Dans le cas d’'une succession de plusieurs expérience aléatoires non indépendantes, on utilise la propriété des probabilités
composées :

— Propriété 8.7 (formule des probabilités composées)

Soit A un événement de probabilité non nulle et B € A un événement. Alors

P(ANB) =P(A) xP4(B)

Si Ay, Ay, ..., A, est une famille finie d’événements de probabilité non nulle, alors

P(AinAxn---NnAy) =P(A1) x P(Az] A1) x P(A3|A1NAp) x--- xP(Ay|A1NAxN---NAu_1)

\

Exemple 8.6 : Retour sur le paradoxe des anniversaires

On modélise cette fois-ci la situation par Q = {1,2,...,365} et on considére qu’on répete I'expérience consistant
a choisir une personne au hasard n fois. Pour tout k € [1,n] on note Ay I'événement « parmi les k premieres
personnes choisies, au moins 2 ont le méme anniversaire ».

Alors Ay est I'événement « parmi les k premiéres personnes choisies, toutes ont un anniversaire différent »
D’apres la formule des probabilités composées on a :

P (4] =P (A1) xP (421 1) x P (A3 1 A 0 Az) x -+ x P (A 1 A n Ap 00 Ay

En supposant que les k — 1 premieres personnes ont des anniversaires différents, la probabilité que la k-ieme

365—-k+1
ait un anniversaire différent des autres est T (nombre de dates restantes divisé par le nombre de dates

anniversaire possibles) donc

— 364 363 365-n+1
PA) =1 x o x 0 e 22T 2
365 365 365

On retrouve la méme probabilité que dans I’exemple précédent.

QOB

BY NC



6/10 Chapitre 8 : Espaces probabilisés

— Exercice de cours n°4.

— Exercice de cours n°5.

— Théoréme 8.8 (Formule de Bayes) |

Soient A et B deux événements tels que P(B) # 0. Alors

Q

P(A)
P(AIB) =P(B|A) x

P(B)

\

3. Systemes complets d’événements

a. Définition

—— Définition 8.10

Un systéeme complet d’événement (ou systéme exhaustif) est une famille (A;) ,en d’événements telle que

UA=Q et Vi, NeEN,i#j=>ANAj=0
neN
C’est une famille d’événements deux a deux incompatibles dont I'union est Q.
Avec le vocabulaire ensembliste : c’est une partition de Q.

\

Exemple 8.7

* Si A estun événement, alors (A, A) est un systeme complet d’événements.

* On choisit une lettre de 'alphabet au hasard. Alors ({a}, {b}, {c}, ..., {y},{2z}) est un systeme complet d’événe-
ment. Plus généralement, ({w})yeq la famille de tous les événements élémentaires est un systeme complet
d’événements.

* On choisit une carte au hasard dans un jeu de 52 cartes. Les événements « obtenir un coeur », obtenir
obtenir un carreau », « obtenir un trefle », obtenir un pique »forment un systeme complet d’événements.

b. Probabilités totales

— Théoréme 8.9 (Formule des probabilités totales)

Soit (Aj, ..., Ay) un systeme complet d’événements, et soit B € A un événement.
Alors

n n
P(B)= ) P(BNAp) =) P(Ap) x P(B|Ag)
k=1 k=1

Le résultat reste vrai si (A;,) sen €St un systéme complet d’événement dénombrable :

P(B)= Y P(BNAn =Y P(A,) xP(BIAy,)

n=0 n=0

Remarque

On retient en particulier le cas d'un systéme complet formé d’'un événement et de son contraire. Si P(A) # 0 et
P(A)#0,0ona:

o
VBe A, PB)=P(ANB)+P(ANB)=P(A) xP(B|A) + P(A)P(B|A)

— Exercice de cours n°6.

On peut généraliser le résultat de I'exercice précédent :

Proposition 8.10

Soient A et B deux événements quelconques de probabilité non nulle. Alors

P(A)

P(AIB) =P(B|A —
(AIB) = FIB] )XP(A)xP(BIA)+P@xP(B|A)
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et plus généralement :
— Proposition 8.11 \

Si (Ap) nen est un systéeme complet d’événements de probabilités non nulles et B un événement de probabilité
non nulle, alors pour tout k€ Non a

P(BIAk)P(Ag)

P(Ax|B) =
AelB) = 5 pBIAIPAY

— Exercice de cours n°7.

III. Théoreme de la limite monotone

On consideére un espace probabilisé quelconque (Q, 4, P) et une suite (A;) d’événements de A.

—— Définition 8.11 ~

On dit que la suite d’événements (A,) est
e croissantesi VneN, A, € Ayt

e décroissantesi VneN, A, < Aj.

—— Théoreme 8.12 de la limite monotone \

Si (A;,) est une suite croissante d’événements, alors (I°(A4,)) est une suite numérique convergente, et
Jim P =P( 4)

Si (A;) est une suite décroissante d’événements, alors (P(A,)) est une suite numérique convergente, et
lim P(A) =P([) An)

neN

\ J

Exemple 8.8

Paradoxe du singe savant : Un sage tape au hasard sur un clavier d’ordinateur indéfiniment. Quelle est la proba-

bilité qu’il tape un jour la séquence de lettre suivante : « JENESUISPASUNSINGE »?

Cette séquence contient 18 caracteres. Il y a 26! séquences de 18 caractéres possibles avec 26 lettres, puisque
nn "nn nn H}.

cela revient a choisir un 18-uplet de 'ensemble {"a","b","c","d",...,"w","x","y","z
Ainsi, pour chaque séquence de 18 caracteres tapés par le singe, la probabilité que la séquence "JENSUISPASUN-

SINGE" apparaisse est 2618 (ce qui est trés faible).

Notons A, 'événement « Le singe n'a jamais tapé "JENESUISPASUNSINGE" au bout de la n®™¢ séquence de
18 caracteres ». La suite d’événements (A;) est une suite décroissante : si A, est réalisé, il n'a pas tapé cette

séquence au bout de n + 1 essais, donc a fortiori il ne I’a pas tapé au bout de n essais donc A, est réalisé.
n

1
OnapourtoutneN,P(A,) =(1- ZGW) (c’est la probabilité de ne pas taper cette séquence n fois de suite).

Lévénement B =«La séquence "JENESUISPASUNSINGE" n’apparait jamais parmi les séquences de 18 caracteres
tapés par le singe » est'événement ] A;. D’apres le théoreme de la limite monotone, on a
ieN
P(B) = u1>(i(€“’|\I Aj)= lim P(A,;) =0

1 —
car 0 = 1 - ——= < 1. Ainsi, I'événement B =«le singe tape au moins une fois "JENESUISPASUNSINGE" a pour
probabilité 1, donc il est presque sr.

Le paradoxe réside dans le fait que cet exemple reste vrai pour n'importe quel séquence de caractere, aussilongue
soit elle. Un singe tapant indéfiniment sur un clavier d’ordinateur écrira "presque stirement un jour" tout Hamlet,
les Misérables et la critique de la raison pure.

En pratique la probabilité que cela arrive est tellement faible que le temps nécessaire pour que cela arrive serait
largement supérieure a I'dge de I'univers, méme en mettant a contribution autant de singes qu'il y a d’atomes
dans l'univers.
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Dans 'exemple précédent, I'événement N;enA; est non vide mais pourtant sa probabilité est nulle. De méme,
I'événement B n’est pas 'univers entier, mais sa probabilité est 1, d’ou11a distinction entre événement négligeable
et événement impossible et celle entre événement presque siir et événement certain.

— Exercice de cours n°8.

Corollaire 8.13

Soit (Bj) une suite d’événement quelconque. Alors

iy p(ﬁgk)zp(ggk) et T p(ﬁBk)zp(ﬁBk)

n—+oo k=0 n—+oo k=0 k=0
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Exercices de cours

Exercice 1

On considere 'espace probabilisable (N, P(N)). Montrer que I'application P : P(N) — [0, 1] vérifiant’axiome d’ad-

1
ditivité et vérifiant Vn e N,P({n}) = ool définit une probabilité.

Exercice 2

Une main au poker est un ensemble de 5 cartes choisie au hasard de facon équiprobable dans un paquet de 52
cartes. Quelle est la probabilité d’avoir un carré (quatre cartes identiques) ?

Exercice 3

On pioche au hasard dans une urne contenant 15 jetons triangulaires et 25 jetons carrés.

Parmi les jetons triangulaires, 10 sont rouges et 5 sont bleus.

Parmi les jetons carrés, 10 sont rouges et 15 sont carrés.

On note la forme et la couleur du jeton tiré et on note A : « Le jeton tiré est rouge »et B : «le jeton tiré est triangu-
laire ». Les événements A et B sont-ils indépendants?

Exercice 4

Un sac contient 5 jetons numérotés de 1 a 5. On en tire trois successivement et sans remise.
Calculer la probabilité de tirer deux numéros impairs puis un numéro pair.

Exercice 5

Une urne contient trois boules blanches et une boule noire. On effectue dans cette urne une suite de tirages. A
chaque tirage, on note la couleur de la boule, et on laremet dans I'urne en ajoutant une boule de la méme couleur.
Pour tout n € N, on note

¢ A, :"Lan-ieme boule tirée est noire"
¢ B, :"Lan-iéme boule tirée est blanche"

Calculer la probabilité de n’avoir tiré aucune boule noire au bout du n-iéme tirage.

Exercice 6
Une maladie circule dans la population avec un taux d’incidence de 100 personnes pour 100 000. Un test permet
de détecter si un individu est porteur de la maladie. Les caractéristiques de ce test sont les suivantes :

¢ Letest donne 2% de faux positifs, c’est a dire que la probabilité qu'une personne saine soit détectée comme
malade est de 0,02

¢ Le test donne 1% de faux négatifs, c’est a dire que la probabilité qu'une personne malade soit détéctée
comme saine est de 0,01

On choisit une personne au hasard dans la population et on la teste.

1. Quelle est la probabilité que le résultat du test soit positif?

2. Sile résultat du test est positif, quelle est la probabilité que la personne soit malade ? Environ 0,982

Exercice 7

Soit n = 1. On considere 7 + 1 urnes numérotées de 0 a n.

Pour tout k € [0, n], 'urne numéro k contient k boules rouges et n — k boules bleues. On choisit une urne au
hasard puis on pioche une boule au hasard dans cette urne. On note By I'événement «la boite k a été choisie »et
R1’événement « une boule rouge a été tirée ».

1. Déterminer P(R)
2. Soit k € [0, n]. Les événements R et By sont-ils indépendants?

3. Déterminer la probabilité qu’on ait sélectionné la boite numéro n sachant qu’on a tiré une boule rouge.
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Exercice 8

On lance une piéce une infinité de fois. On note F,, 'événement «le n-iéme tirage est face ».
1. Exprimer I'’événement «1'un des dix premiers tirages est Face »a l'aide de la suite d’événements (F},).
2. Exprimer I'événement « aucun des dix premiers tirages n'est Face »a I'aide de la suite d’événements (Fy).

3. Exprimer I'événement « tous les dix premiers tirages sont Face »a 1'aide de la suite d’événements (F},)

n
4. Pour tout n € N*, on note A, = U Fj.. Montrer que 11111 P(A;) = 0 et interpréter ce résultat.
k=0 n—+oo
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